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SUR LES

SERIES DIVERGENTES

EQUATIONS DIFFERENTIELLES®,

Par M. Evpvosxn MAILLET.

M. Le Roy, généralisant certaines méthodes de M. Borel pour Ia
sommation des séries divergentes, a mon(ré (*) que, dans des cas
tres ¢étendus, une serie divergente de la forme

(A) Za,,:"

AVEE
z,==U(pn -+ 1)a,

(p nombre positif, a, cocllicient général d'une série Za,,:” i rayon

de convergence find) ¢lait sommable aw sens de M. Borel, ¢est-b-dire

que la somme /(=) que Pon pouvail lui assigner par ses procédés

salisfaisait aux équations wlgébriques ou  dilférenticlles W= o,

(1) Un résumé de ce Mémoire a ¢Lé communiqué a I'Académic des Seicnees, le 28avril 1gon.
(2) Annales de la Facalté des Sciences de Toulouse, 1900, p. {16.
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entitres par rapport i la variable y el ses dérivéces, don[}:a” 5" Glail
0
une solution formelle.
Ces résultats appliquent i des séries divergentes pour lesquelles
2, croit moins vite que I'(p'n=1), p’ étant un nombre positil® fini

quelconque. s peuvent done donner de Pintérét au théoreme sui-
vant que nous ¢tablissons ci-dessous :

_— . N . N N . .
litoriye, — Sod 2‘ 0,(x¢—2,)" (0, 0) une solution formelle «

(
ravon de congergence nul d’une équalion différentielle rationnelle

~ . . .
(1) ‘}-‘/\"):l,,)»'l, . “),1/.')1,‘ — 0

dont les coefficients A sont des polynomes entiers en x : on « lowjours,
des que n est asses grand,

B P N1
[ 00|71 ptt N

?
W, clant fine, P" et N” étant les plus grandes valewars des quaniites
Ly 0y~ ool el €~ 20, .o ity respectivement dans (1),

Par cons¢quent, ZO,L(,Z' — )" rentre dans Lacatégorie des séries
O
auxquelles peuvent sappliquer les procédés précités.
Plus géncralement, M. Le Roy indique que 'on pourra essayer de

[ - ,
prendre comme somme de Za”z” Pintegrale

0

\ 1 RS ,z-l—’ 1 L
So(3)= - e al  F(ze)de
‘ /) 1

AV e

Nz = § G
I (N)Mz (pr-t)

0 )
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F(z) étant une séric convergente quelconque, pourvu que cette inté-
grale ct 'intégrale

1 1
- = - =1
¢ Iz F(sx)|dx

existent.

Comme cas intéressant d’application de ces idées, nous signalerons
celut ot F(z) est une fonction enticre d’ordre réel inférieur & Uordre
apparent & (évidemment entier)

(B) F(s)=em="d(3),

®(=z) étant une fonction entiere d’ordre < d. On obtient alors les
résultats suivants :

Ifaut dp = . L'integrale f, () existe dans tout leplan, sauf pourp = ('_/
Son seul point crittque a distance finie est Uorigine : elle posséde proba-
blement, en géncral, une infinité de valeurs, a moins que p ne soit rationnel.

Pour dp =1, st a,=g,¢'*, [,(=) existe dans toul le plan, sau/f
sur la partic des droites issues de lorigine, el faisant avec Ox

\
Uangle 2 lpw — o, p, comprise entre les points ¢*'0™ <};;),, et Uinfini.

Les chemins d intégration doivent étre convenablement chotsis (on peut
prendre des droites issues de Uorigine).

Les séries divergentes correspondantes et celles qu’on en déduit par
addition, soustraction et mulliplication des intégrales [(z), sont som-
mables au sens de M. Borel.

La théorie des fonctions enticres permet de former toutes les séries
divergentes auxquelles ceci s’applique. En particulier, nous sommes
conduit & attribuer une valeur & des séries divergentes dont tous les

. N e (2] ;
termes sont positifs, par exemple i la série 2‘: —— quand = est réel

0
et positif.

Nous obtenons encore cette propriété des fonctions entiéres :

@»n

. ” o, 5" - G g . .
soient Y 2t 2 2 deux fonctions entiéres de la
i U'(pn+1) L(pn—+1)
0

0
forme (B), et ZT"S":E“":"E?’":” formellement : la fonction
0 0 0

Ann. Ec. Norm., (3), XX, — NOVEMBRE 1g03. 62
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enliere 2 ""*/‘—" (§l a or (]’C (l))(l}(}l[ ¢ (I, sOr. 0y dl C )(,tl 72 esi
7 l‘(/) ) B [] - 9 ST S

pas < d, il y a un secteur du plan des s o cette Jonction a pour linuie

1
supérieure de son module 'V (").

1.

Considérons I'équation différentielle générale

NS AY dFyN\in

enticre en &, y, ', ..., y™, les A étant des polynomes entiers en a.
Supposons que cette équation soit satistaite formellement par une
expression

Ow (M)

Lfn ?

8 o=

dont le sccond membre est une série divergente ot il y a une infinité
de coelficients 0, dont le module croit indéfiniment avee n. Je dis que
Pon peut assigner une limite supéricure a la rapidité de croissance
de 0, avee n.

Nous supposerons 0,=4 o @ si Pon avait O, = o, il suffirait de faire
dans (1) la transformation y =z +{, oit { est une constante diffe-
rente de o, pour que la solution (2) fut remplacée par la solution

. . . P Y s 1
formelle o (2) — C qui se réduit i — L pour — = o.
4 x

(1) La lecture de notre Mémoire exige sculement la connaissance de passages des livres
ou travaux suivants : Boren, Lecons sur les fonctions entiéres, Paris, 1900, ¢l Lecons sur
les séries divergentes, Paris, 19015 Ev. Li Roy, Sur les séries divergentes, etc. ( Ann. de
lae Fac. des Sc. de Toul., 1900).

(2) Un changement de variables facile raméne ce cas a celui ol

wlr)= Z 0, (2 —-20).
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On a

”

do y ~—nl,

(3) ,
P
0
et identiquement
) o — EA (Z%‘;)' .. <2 (— )k ure.. ii‘;}" k— '),\)i‘,

ou
A—=ax?+.. . +a,.

Nous poserons
n(nt1)...(n+l—1)=mwd (L k)

¢’estun polynome de degré Len n.

;o I . . . .
Le terme général en — du produit I qui multiplie A a pour expo-

sanl
) (ot A m 0 sy (o) o (4 )
) A= mh (ko) 4wl 0,) =,
dVee
) my 4 ...+ m) =1,
6y
’ mh - + my =iy
¢t pour coefticient
B — y I'(,! . l./f! - (_ I)\'O'"‘" /)m*
Tt om) mhlo o mp! ok
(7) ot k §
‘ ( P I LTI - P .m‘a’;"’"u ,
N2l 4+ Lig.

. I .
Le coefficient de — dans le second membre de (4) seranul, mais ne

le sera pas identiquement, quels que soient e et les 0, : on peut méme
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affirmer qu’il y aura une infinité de valeurs de e pour lesquelles il en
sera différemment, sans quoi 1l y aurait une infinité dénombrable des
cocflicients 0, qui pourrait étre choisie arbitrairement. On aura donc
effectivement pour ces valeurs de ¢ une relation au moins de la
forme
(8) X0 okl =o

ol Il est un polynome de degré total au plus ¢gal AaN” en oy, ..., ¢4, N”
étant le maximum de N pour (1), et olt m{o ...+ mlcy=c+ ¢,
¢ étant fini. On peut toujours supposer que dans (8) on ait groupd
les termes de facon que deux termes de(8) different toujours au moins
» 05,» ou, $'ils correspondent aux meémes
0z,. Le premier
0 dont les

par une des quantités 0, ...
quantités O, ..., 0z, parun des exposants de 0, ...,
membre de (8) est alors un polynome en 0, 0,, ...,
coellicients sont les quantités 1.

Cette relation (8) n’aura pas licu en général quels que soient
les 0, puisque parmi ceux-ci il ne doit y en avoir qu’un nombre
limité d’arbitraires. Donce tous les polynomes 1 ne seront pas nuls.
Ne conservons dans (8) que les termes pour lesquels 1 =£ o.

Isolons alors les termes de (8) pour lesquels un au moins des
., o, est maximuimn parmi les indices des 0 qui entrent

CiEr

indices «, ..
dans (8) : soit g cet indice maximum Se + c. Prenons encore, parmi
ces derniers termes, ceux pour lesquels Pexposant de 0, dans le
produit 021, .. 02 est maximum ¢t = . Nous aurons

3

- 0 mk
(9) Oy X0 00 =300 ogn I,

le second membre pouvant étre considéré comme un polynome

en Oy de degré m — 1.

II, estun polynome entieren g, gy, ..., g5. Considérons celui 1" des
polynomes Il qui correspond & un systeme de valeurs de g, 0y, ..., g5,
m,m,, ..., my et qui n’est pas identiquement nul. C’est en particulier
un polynome entier en o qui n’est pas identiquement nul : on peut
LOUJours, po, «++» Por My, .., M, ¢tant donnés, assigner une limite
inféricure finic R de g & partir de laquelle IL" ne sera jamais nul. Le
terme correspondant T existera toujours dans les équations (g) cor-
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respondant & des valeurs de e aussi grandes quon veut, et 'on aura
pour lui, m étant fini, mp = ¢ — ¢, (¢, tini) (*).

Pour toutes les équations () qui correspondent & des valeurs de ¢
dépassant une limite finie, T sera un des termes pour lesquels un
indice est maximum, avec I'exposant correspondant le plus fort.

En effet, sinon, pour une valeur de e suffisamment grande, on a

unc ¢quation analogue i (g)
. N e
(9bis) U 20 ~--J(,,,Hrf~n’
N >ool (Y nm'o —ec—z (c fini
oup' >pel (F)mp=e—c, (e, fini).
On en conclut

m'p'—mp—g —e,.

On n’a pas m’ > m, & moins que g’ < o. Sim' =m, o' — ¢ doit étre
fini ¢t > o : on pourraraisonnersur (g bis) comme on Pafaitsur (g);
on obtiendra des valeurs successives e, g5 g +++ en nombre fini,
puisque les sommes analoguesim g -+ m, g+ ... +m g, sont = ¢ + c.
Sieest supéricur a une certaine limite finie dans (¢), on peat done
supposer ou bien m'=m, ¢"= o, ou bien m’<m, g’ > o.

Dans ce dernier cas, on répétera sur (o bis) le raisonnement fait
sur (); m' ¢tant fini, on finira par trouver pour les valeurs de e supé-
ricures 4 une limite finie, une relation de la forme (9) pour laquelle
la relation (¢ bds) correspondante est telle que o' = g, m' = m.

Considéronsalors 'ensemble de celles des relations (g) ot cecialieu.

Deux cas peuvent se présenter :

19 Le coelficient de 07" est nul. Nous opérerons de la méme maniére
sur celui de 07", s’il est nul sur celui de 0;”'”2, ete.; au besoin sur
ceux de 08, ... (7).

29 Si tous ces coefficients sont nuls pour la généralité des équa-
tions (¢), on pourra raisonner sur cux comme on I'a fait sur (g).

(1) Pour chaque valeur de p, il y a ici une équation analogue & (8), le premier terme
de (g) y jouissant ou n’y jouissant pas des propriétés supposées & (8); pour ces équa-
tions, H’P“ conscrve la méme forme d’apres (5), car (5) devient ici mp — e = — &q.

(2) On ne pourrail avoirp' = g avee m' > m, puisque (m--1)p = e—z; ~+p > ¢ --CONst.,
dés que p dépasse une certaine limite.

(3) 11 suffit qu'un scul de ces coefficients ne soit pas nul pour que le raisonnement soit

applicable.
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En continuant de la sorte, on finira par trouver des expressions
analogues & (9) ol le coelfficient analogue & celui de 07 dans (g)
est == o, chaque terme contenant au moins un des coefficients 0;; sans
quoi il y aurait dans o une infinité de coefficients arbitraires.

Dans chacune des relations ainst obtenues, les polynomes 11 sont
de degré total N7 et la somme mp + ...+ m;po. =1, les diverses
valeurs de v ne pouvant différer de e que d’une quantité finie. On a
alors

(g ter) [ I | 2200+ &)Y, (%, fini),
et Ie nombre des termes de la relation (g) correspondante est

S(n )M
(9) est de la forme

(l(\) 0&"2",—*}-— og'~1£/;1«1+ Ll 0?“':1 'J'"}':()*: 0.

Le cocfficient de 07 est un polynome pen ¢ qui, d'aprés ce qui preé-
cede, n’est pas nul identiquement : si p dépend de g, son module
croit indéfiniment avec p; si p est indépendant de ¢, ¢’est une con-
stante; dans les deux cas

(1) PO 2 08 ey [ | 20 ] (- 60)Y,

’

A, étant une constante limitée == o en général, et |2, | désignant
ce que devient {2, _,| quand on remplace |II,] par sa limite supé-
rieure (g ter) et qu’on néglige le facteur A(y+ C,)V.

On a pour chaque terme du second membre

([ (m—p)yp+mp~+...==n-+¢,
(12) 5 et de méme
’ mp=r1 +z,

¢ et & étant finis quel que soit 7.
Ceci posé, je dis que 'on pourra prendre
(13) [ 0,2 py nbam,

Wy et ., étant finis.
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D'abord ceci est veai pour 0., 0,, ..., 0; tant que ¢ est inféricur i
une limite finie arbitraive, car la valeur de w, n’est pas spécitice et
'on doitsupposer que ceux des coefticients 0,, 0,, ..., dont fa valeur
pourrait rester arbitraire, sont finis. Admettons que (13) soit vrai
pour n < g : je dis que si g, est sullisamment grand tout en restant
fini et indépendant de g, (13) a encore licu pour 2 = ¢.

En effet, cherchons une limite supérieure de la valeur da module
des termes de X, .

Le module du terme général est

LIRCHS

l O(Z:' L f)gml 1 | [J{Ll)mﬁ...v;-m,,l(prln,;, . O’I;lﬂr‘a")p‘,’ ((J fini )
"l

D’autre part, considérons

myo, Ma, G,
“h oo Pa, -

Ce terme est égal o

I

roo:
/PR
Y e 0677

ol les m, premiers termes sont égaux a gf, cte.
Enfin
(O[J'l )”'." g g (0[-’-1 )l"‘
Done

G e ] (O ) (G gt

avece
O o= pp e (¢"fini, s = P"),

7

’ \ \
dapres (12).
Soient g, phe cves ezt 2 oon @ w71, Stotoules les quantités gl

- < . ’ ’ N .
" ne sont pas égales i p — 1, 50ient gy, go deux d'entre elles

,
Bar e P

plus petites que g — 1. La fonction
i logps -+ pi logps

a pour différenticlle
d = (logps . +1)dps1+ (logps 1) doss

1

si on laisse constants o', . .., g,_, sans changer lasomme g, ... -+ go.

on aura
dps—y ~+ dpz == 0,
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et & devient
’
¢ =log <P—":—’) dp—y.
Ps
¢ est positif quand p;_, Z o7 Done, si 'on fait croitre p;_, etdécroitre o,
de facon que p;_, + p, reste constant, la fonction g'f'...p f augmente
de valeur dés que ¢, Z ).

On en conclut que 'on obtiendra pour g'#i. ..o f la valeur la plus
¢levée possible en attribuant au plus grand nombre possible de ces
quantités la valeur g — 1.

D’ailleurs, si p est grand, w étant limité et =P, il y aura au plus p
des quanlités p), ..., gy égales & p —1, les autres avant une valeur
limitée. Donc

Prlpll L. P,rrr"” _/(0 — ,’)(p—l)p. &
¢” étant limité. Donc enfin
A 0(1’;:, |21 Oy [P (p = 1)@ - 1I0th ')
("% fini).
Considérons mainlenant
0™V X e
Le nombre des termes de () étant =A(n + €)™, on a
200 = EON O 2 | 2 (= GO N g | = Dy oy | (p — 1) (@ o)

(e fini).
Or, d’apres (12), le second membre est égal a
] 0F|m-—p.l 011‘1 ]P"(P - I)(p~1)[xxl,,E(V) (/n‘; —_— Cl )l"’+.\""
et

E‘v-)<mp — é-l)N + I (P — ,)(p—l)p.p,z< (m —+ I):\ 41 {3' AN Hp T ,(_2; Ppp,y,J’
g

dés que g, 2P+ N”+ v, puisque =21, A, ctv étant des constantes,
v aussi petit qu’on veut. Done

- oI 22— NZ Ve 3 )
2 (n +G)N lalpl 2 ‘\_’m_[)‘ 2] 6., Lx l Gpl m—p. r_; . pPEE,
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ety d'apres (1),

%

7.
1% ;J: | O™ E | G = | peben,
{

1.

)

/. , .
|01 5 G4 0 gt 0 2 [ e e
)

devra alors eétre an plus égal & la plus grande racine positive de

3

10,
I"¢ quation algébrique

x:n —

1y
SO | Xt P L e el =0,
P A .

On sait que cette équation a pour limite supéricure de ses racines

m /., . P /-/.‘{ m
1 *§-\ -, [//‘U.l i' [ R I //.U-xim ( 1) of
/w 5
Done
1
P

— .
/ m 3 518, 31,
| O] 1+ | O =25 oPle <y P,

dés que g esCassez grand, ce qui démontre la formule (r."i). Nous en

concluons ce théoreme :

S
1 AP \ NN N\ . .
Pucorime. — Soiz. p o 5 (0,5 0) une solution formelle divergente
X . ‘ ‘
v

d"une équation différentielle

(1 ) l .’\“)"’.'l.')//il e .)”/" i =0

(A polynome entier ).
On a towjours, dés que n est asses grand,

[//1 - %1 n'rry N4 vy ”7

w el v Clant finis, v aussi petit quon veut, el P" et N” etani les plus
grandes valeurs des quantités 1y + i, ...ty el U, =+ 20,4 ...+ hi;
dans (1).

dnn. Fe. Norme., (3), XX. — NovEMBERE 1903,
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.

I11.

’n

, , ) L. o~ 0 ..
Qu'en résulte-t-il pour les 5('1*1('52;_-,;, ou encore pour les séries

0

Y .\ . . . .
}‘0,,(.7; — x,) divergentes aux environs du point .z =.r,, au poinl de
0
vue de la sommabilité? Nous supposerons, pour simplitier, 2, = o;
an changement de variables ramene toujours le cas général i celui-la,
que nous considérerons seul par la suite.
o>
. . ’ ,oo. al
M. Le Roy (") a considéré comme valeur de la st-rmz(),, a’, pour
0

une valeur de x, Pintegrale

z L |
1 e v =1
f 2 e =3 =P ¢ =r =
(11) So(x) // e s W, (s)ds,
oll
- } Fy(sr)s= 3w, (30)",
0
' Dy =E(pn - 1)a,,

pentier ou non, mais positif, eta, coellicient général de la série F (=)
dont le rayon de convergence est supposé fird. T en résulte, si toutes
ces conditions peuvent étre remplies, et si /,(a) a une valear bien

déterminée, que la 5431‘}()20,,.77” est sommable, au sens de M. Borel,

pour cetle valeur de .

Mais : 1° M. Le Roy ne prouve pas que les conditions (15) entrai-
nent toujours existence de Pintégrale (14); 2° on peat bien toujours
faire en sorte que @, soit le cocllicient d’une série enticre, mais rien
ne prouve qu’alors Pintégrale (14) ait une valeur.

M. Borel, avant M. Le Roy, avail considére Te cas ot p == 15 mais il

(V) dnnales de la Fac. des Sc. de Toulouse, 1900, p - {16.
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avait encore admis @ priore existence de Pintégrale (14), au moins
le long d’un chemin convenablement choisi.

Nous allons, dans ce qui suit, indiquer un cas étendu otr les inté-
grales (17) délinissent des fonctions auxquelles correspondent Zou-
Jours des séries divergentes aux environs de @ = o et sommables au
sens de M. Borel, le sens de @, dans les conditions (15) ¢tant changeé.
Constdérons d’abord Uintégrale

P o
(16) L / e T Ty
rJ,
prise le long d"un chemin formé par une droite OA allant de origine
a Pinfint dans (') le plan des z. Soit également le contour A’A BB

\* B8
0] B Tz

formé d’un are de cercle de rayon infiniment petit A’B" déerit de Pori-
gine comme centre, de la partic A’A du chemin OA, de 'are de
cercle AB de ravon R aussi grand qu’on veut et de la partie B'B de
Paxe Ox. A Uintérieur de ce contour, la fonction qui figure dans
Pintégrale (16) n’a aucun point eritique. On a

[ ~4- / v}—/ -+~ / = 0.
Y Y BA AN AR

1
Nous supposons que Von attribue 3 27 en B celle de ses valeurs qui
Pl

est réelle et positive :

-
— = (prn—+1).
7 f.,

(1) On pourrail remplacer cette droile par des courbes convenables: nous n’insistons

pas.
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Considérons / ; 801tz = ze?;

“ BA
Vi3 AN
P — gh plv (.'oa I—’ -4 dsin 7,—) PI' - n
} . L .. ] . b
st toujours nul pour g infini tant que 7) est compris entre — =

s N N . . » A e . N
el - 50 ¢ est-a-dire st Pon fait varier ode — = am tanl que p > 2.
Quand p =2, P est nul pour ¢ infini qu:md 2 estcompris entre
™ ™
—p el - N Alors

fim o,

Considérons maintenant / : Pestnul pour g = o, quel que soit .
AR

lim / 0.

Py

Nous en concluons que

sous les conditions ci-dessus pour 7.

On pourra alors prendre comme valeur de (14) celle de intégrale
du second membre effectuce le Jong dun des chemins OA que nous
venons de définir suivantque p est =2 ou > 2. Mais rien n”’empéchera
quenous y prenions pour F,(z) une fonction enticre; la condition de
prendre pour p dans (15) la plus petite valeur p qui soit telle que
F(z) soit une série convergente ou une fonction entiere n’est pas
indispensable; on pourra encore prendre pour p successivement des
valeurs différentes, mais rien ne prouve a priori que les diverses
valeurs /,(a) obtenues ainsi soient identiques. Rien ne prouve méme
que les mteégrales (14) soient susceptibles d'une existence quelconqgue
cn genéral, méme le long d'un chemin convenablement choisi.

(Cest de ce dernier point que nous allons nous occuper en suppo-
sant que ¥,(z) soit tonjours une fonction enticre.
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V.
Considérons alors Uintégrale
. . e
(i4) Sotey= = [ Qu(3)ds
P
avee
L}

Y

Opiz)= e a0 F,(z0).

Supposons que la fonction entiere F, (zx) ait son ovdre réel inté-
ricur a Pordre apparent, ¢’est-b-dire que

(14 bis) I, ()= etz (zr),

R,(z) ¢tant un polynome entier de degré d en z, et ®(z) un produit
de facteurs primaires Cordre < d. Si

R, (3)7 gz 59 Loy,

el
\ o= py(Cos ey - (sing,),
(18) 3z o (coso —-0siny),
= (eos) + (sinf),
on a
( “/:(.:"')W: pu(.o"\)”’e”z‘d—dwﬁA‘h'+‘"’
1 ‘ b
( .’) ’J; ';; (cus37 I i-,iuf>
e ® e r

, .. L ., . .
D’abord on n'a Jamais > d quand Pintégrale /,(x) existe el que

. ~ , . . ) 5 .
la série nm'ruspmnhm!(!ZnO,,:I:" estune série divergente. En effet, le

]
terme général de F,(zx) esl

G (zar )"
Uipn-+1) ’
elson ordre est g, Done
%n P t

B S— ————y

Lipna-1) = ( Y).’L‘;
nyes
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¢ élant aussi petit qu’on veut, mais fint, et g étant le plus petit nombre
satisfaisant & cette inégalité pour 2 assez grand, quel que soit =. De
méme, pour une mﬁmte de valeurs de »

| o | I
\ 1

1‘(/)/1 +1) RIS
(n 1)es

. o 1 .
Lordre de F,(zx) ne pourrait élre d = g, < ; que si

[ oy | = !

U(prn—+1) =~ (nlyr

1 I o
— —¢&, & =~ —p—g cest-d-dire que & pourrail étre

P1 P1
pris positif et limité inféricurement. Dés lors on aurait

0}

aveep + &' =

=
=
B -

Bﬁ) Vome

) 1 1 1 1
prts prs (n b )p-pr—z -- (u b= )3’
e ) % (n) LR

> )
<ot —

np '*’# . C

n -
ou
/1—0 -
;; [:n s .
EAR nl 2 ) (3. const. ).

¢ est limité inférieurement. On peut toujours prendre pour n asses

, c/
(5)" =
quel que soit £, si £ est fini, car il suffit de prendre

(ﬁ)‘ = /.
:‘(,'

. . I \ ;. Wl
,| tendrait vers o plus vite que 4 (£, >1), etla scrmZa,‘w"
‘1

grand

Deéslors|e
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aurait un rayon de convergence fini. Donc, on doit supposer
T
d = [

[)

d étant entier, on n’aura que deux cas a étadier :

1°dp>1;

2°dp = 1.

Premier cas : dp > 1. — Il suffit pour Pexistence de Uintégrale (14)
le long d'une droite faisant M'angle © avee Oz

o
t0S - »
(20) S.(OP>0

' cosag+d(o+ f)] <o,
simultanément le long du chemin d'intégration, d'apres (18) et (1g),

Les angles tels que cos ;—’ > o sont ceux pour lesquels

9} ™ - T
: 2T o, i (R
Yz 2 2

Les angles pour lesquels

cos (ay+do-df) <o

sonl ceux l)()l]l' l(‘,S({llL‘lS

>
. (. - OT
1(,+l[_/ ~t- (/? = alT Tl ; Ny T

Il v a toujours une région ol intégration est possible, car pre-

nons
Cagrdf =
dy =aln+n, —e,
(21) ’ B
2 —akmp -+ pn,
ol ++ == o kndp + dpn - z.

Pourl=4F% = o,
Ty — &= (lli'q,

ET= My — ([[ﬂ 1.

o

C e - DT T
= el = e varie entre ~—~ —+ dp =
2 2 2 2

2
- s OTT
7, variant entre = et = el 7 enlre —
2 2
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'F.' T . ahi A . e
et~ —dp - Ovdp>rt. Ilyadoncun angle de sommabilité qui dit
fere d’aussi peu qu'on veut de

avee

angle qui est Z 2w quand p -~ 2. ,

Quand 1Z=p <2, cet angle est ==, el méme >awsid=1,p>1.
Dailleurs. on n'a pasicid =1, po1 d'aprés dp > 1.

Soitalors p < 2, d>1 : Pangle de sommabilité est ¢gal & = p 4- j:/
Pourra-t-il v avoir une autre région de sommabilité? Si on laisse
encore k=o, (21) donne

Ty ~— & == ([/) o] — l‘E,

g==1 -+ 2lm—dpn.
e varie ici entre 3= +dpZ aln ot T —dp T 4 al=. Lancle de
< 5 L > v 2 /)2 PR 2% ‘ > I o -—Uiv. 4« o) 7 ’
sommabilité a la méme valeur, mais ses extrémités sont, dapres (2r),

oy Sm  pm o olw

—utLa Tt T
% o pm 2lE
o o ) 174

Chaque fois qu’on augmente { de 1, & ¢tant > 1, on augmente les
. A 2T
angles des droites extrémes du secteur (22) avee Oz de = - L'angle
3 (l k3
YA 2T .
de sommabilité élant > ==, les divers secteurs correspondant aux
diverses valeurs de £ se recouvrent; 'angle total de sommabilité
est > 2%, et Pintégrale existe quel que soit /, o ¢tant convenablement
choisi.
Par conséquent :

Tuiorivs. — Quand dp > 1 les intégrales (14) que nous considérons
cxistent dans toul le plan.
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Le point.z=o scul est un point singulier. Les diverses valeurs de
[N ’ ; N . . B ... y
Pintégrale correspondent aux diverses valeurs initiales que Pon peut
i
prendre pour =" quand = part de o pour varier Ie long de la ligne d’in-
tégration.

P

rocforal NS T rhGTenp s Ny 1 A 1 i1 -
I resterait toutefois o préciser, quand Z‘ua.,,(zr” diverge, si la vaieur

. , N 0 ’
de I'intégrale pour une méme valeur de x ne dépend pas de ¢ dans
les limites ot Vintégrale existe.

. 1 .
Deuxienme cas : - = p-
g=P00
I faudra encore pour Pexistence de Pintégrale que
1
- 9 . _
_— p! oS /_'; - p”(pl')’l ('()Si_a” -+ d("J *}—f)] < 0,
avee
"
cos = = cosdy > o,
P K
drapres (19).
I suffira, des Tors, quion ait i la fois

cos| oy +dlo+ /)] <o, cosdy > o.
Il faut qu’en ajoutant i o, -+ df 4 2kwun angle do compris entre —
’ " ‘ ' 2

kg . . K 3 F
el -+ = on obtienne un angle compris entre S+ 2k, T et — + 24, 7.
2 2] 2

Sioo, + df -/ 2l=, il y aune solution évidente. Sinon
a“wk‘(/./';tr),lr, ./:——_('.[ 4 =,

] . o
pl [ — cos = 4+ pyrécos = ) < o,
\ g P/
el puisque

cos - > o0,
V4
por <, r<pg’l.
Tueorine. — Quand dp = v, les intégrales (14) existent dans tout le
plan, sauf dans la partie des drotes issues de lorigine faisant avec O x
) \ . . ;s 1\» .
langle p( — =, -+ wlw), et comprise entre le point etrimr (—) et {'oo,

0
Ann. Ee. Norm., (3), XX. — Novemere 1903. 64
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Remarque I. — Nous obtenons ci-dessus des exemples intéressants
de séries divergentes fonctions de 2 et irayon de convergence nul, qui
sont sommables.

Pour étendre ceci au cas ot F(z) est une fonction entiere d’ovdre
apparent égal a l'ordre réel, il faudrait examiner si 'on ne peut,
dans ce cas, déterminer dans le plan des =z une ligne qui servirait
de chemin d’intégration, et le long de laquelle | F(=)| serait d’ordre

;
< " (r=|z|). La chose est parfaitement possible : il suffit de citer
comme exemple la fonction sinwz ou méme (') les produits de fac-
teurs primaires d’ordre < 2, dont toutes les racines sont réelles et de

méme signe.

Remarque Il. — Considérons, par exemple, Uintégrale
I " AT .
[(x) = / e 5 Fesrds,
2,

. .. © , , . .
H faut ici cos * > o0, cos(y + /) <o, dapris (20).

: - ; 9 ! . T T . T AT
On pourra alors prendre 2 compris — = el - " 5+ [entre = el 25
. T 37 T
Jpeutvarier enfre - — w4 el =" 47 — g == 0 — c.
. 2 2 2

Donc, quel que soit Son (rouve loujours une valeur pour /(x).

»
o OT

.. . . ST
Si, en particulier, /=0, on peut prendre g = —»:,'Ly S

! 1

I i
f(x):—)-j e s FetEds,
]

o

Ve . . . 3m
'intégrale ¢lant prise le long de la droite 9 = =~ est la somme de la
‘ 4

(1)Nous y reviendrons. Certaing résullats publiés par M. Mittag-Lelfler depuis que ces
lignes ont été éerites le montrent également (Comptes rendus, » mars el 12 octobre 19o3 ).
Il y ala une voie possible pour extension des deux théorémes ci-dessus. On peul méme
se poser la question inverse: ¥ a-it-il des fonctions enticres d’ordre fini oy 2 o, pour
lesquelles la chose est impossible quel que soit p, avec ppy>1 7
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série

@®
1

-
N on)!
PARdi 2‘ n!
0

On est arnst concudt, ce que M. Borel avait pressenti comme n’étant
pas absurde a priord (V), « attribuer un sens et une valeur a une serie
divergente dont lous les termes sont posiifs.

Il l.luL toutelfors remarquer que, pour unv V’ll(‘ll]‘ de J, o n’est pas

i

arbitraire, car il est compris entre i — [et = — /. Lintégrale corres-

pondante a un sens pour tous les ¢ homlns (l lntwrmlmn compris dans
ces limites ;s pour une autre valeur de / les limites sont différentes.

Comme nous Pavons déji indiqué, on pourrait se demander dés
lors jusqu’a quel point on peut considérer les diverses fonctions
obtenues pour chaque valear de / comme appartenant & une méme
fonction. Nous ninsisterons pas i ce sujet.

Pour montrer Pintérct des théoremes précédents, il nous reste &
¢lendre les démonstrations connues de MM Borel (*) et Le Roy pour
montrer que f(x) est bien sommable aw sens de M. Borel, ¢’est-a-dire
est bien solution des équations algébriques ou différentielles aux-

|l . y - )
quelles 2‘ o, 2" satisfail formellement.

D’ahwtl, la plupart des mémes démonstrations s’appliquent pour
les valeurs de x, telles que e chemin d'intégration coincide avec la
partic négative de O, en particulier celles pour lesquelles @ est réel
et et/ fafois nuls @ alors cosz =1 >0 cos|a,+d(z + /)| <o,

Sior, == — T.
Ld dérivee d’une fonction /,(x) d'indice p est d’ailleurs de méme

nature, car

| 1

. e ]
Spla) = — / e—#" s refpEnd, (se)ds,
r.J,

- 1 1
L AR (s AP, (zr
f;,(l) _ }1; / s 11/‘(\(_‘,( x) c[;,,(..x,([, (z.r) 4 elptan) =t )> dz,

dr
)

(1) BorgL, Journal de Mathématiques, 1896, p. 12.1.
(2) Legons sur les séries divergentes. Paris, 19of, p. 100 ¢l sulv..
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et la fonction
dR, (zx) d®, (sx)
©,(s) —# - mé/.::

ou, si zx = u, la fonction

@, (1) Wpla) ;| AR )

du 7 du

est de méme ordre apparent que la fonction ®,(w). Il en résulte que
la dérivée de TVintégrale (14) existe en méme lemps que Pinté-
grale ().

Enfin, les chemins d’intégration, ¢’est-a-dire la valeur de T COrres-
pondant & une valeur de 2, peuvent toujours étre pris les mémes
pour une méme valeur de @ pour (outes les intégrales (14) ot p,
d degre de R, (zr) et a, cocllicient de =z dans R,(z) onl les mémes
valeurs. Nous dirons que les séries Xo, 2" correspondant i ces fone-
tions (14) [ pour lesquelles (14 bus) a licu| sont des séries (p, d, a,).
L’ensemble des séries Yo, 2 auxquelles correspondent  des inté-
arales (14) [sans que (14 bis) ait lieu néeessairement | existant pour
une méme valeur de p et g aux environs d’une méme valeur & sera
dit un ensemble ou groupe associable (p, o, a). Les intégrales corres-
pondantes sont des intégrales (p, o, x).

Pour justifier celle derni¢re dénomination, nous allons montrer :
1 que la somme algébrique ou le produit de deux de ces séries est de
méme nature, ¢’est-a-dire appartient au méme ensemble ou groupe,
et que Lintégrale correspondant v cetle somme ou produit est la
somme ou le produit des deux intégrales correspondant aux deux
séries; 22 enfin que, dans un cas ¢lendu, les dérvivées formelles dune
quelconque des séries formelles correspondantes, multiplices par
une cerlaine puissance de @, v appartiennent ¢galement, Uintégrale
correspondante ¢tantla dérivée multiplice par la méme puissance de @
de Pintégrale correspondant i la série primitive. Il en résultera que
toutes les ¢quations algébriques ou différenticlles, ot n’entrent en

3

(1) W est bien ¢évident, dapres les mémes raisonnements, qm;/ [Qp(z2)ldz
d
e Qp ()

. 0
el /
1] l

chiemins d'intégration.

e
dz exislenl en méme temps (Ill()/ Qulz)dz le long des mémes
0
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dehors des inconnues et de Teurs dérivées que des séries convergentes
aux environs de &, ne peuvent étre satisfaites formellement par des
séries du groupe que si les ¢quations, obtenues en remplacant les
séries du groupe par les intégrales correspondantes, Ie sont par ces
intégrales.

On peut d’ailleurs comprendre dans Uensemble considére tous les
polynomes et toutes les séries convergentes au point .x = o, car soit

Fler= X

0

'une elles : on aura
1 8 Loyt
JSlr)— — / ¢33 ME(sa)ds,

dont la valeur existe ¢videmment le long du chemin d'intégration “
]

oest 1 e \ v osoll o op v Y COS 4 S . ’
etest la meme quel que soit 2 et p pourvu que cos 5= ce quon

Ol = e qun(.:'{')”
W (zr)= Zﬂl‘(/;/1—+—1)

stevid (oneti .y T | S e n
estévidemmentune fonetion enticre d’ordre P puisqu’ici limo,a"=o.
72 @»
La somme algcbrique de deux series (p, 9, x) st une serie (p, 9,2 ).
(Cest evident, car

suppose. D'ailleurs

P2 ! 1 " 1 1
) 1 ‘ PR R
« / e s P (se)ds b / e~z PEY(sr)ds
-y L)
s .
— / el (s) - OF)V (s0)] ds,

L]

et siles deux intégrales du premier membre existent, il en est de
méme de Pintégrale du second, la série divergente correspondante
Gtant la somme formelle des séries divergentes correspondant aux
deux intégrales du premier membre.

Il est bien évident, d’ailleurs, que si ces deux dernieres existent
absolument, il en est de méme de la premiere (*). Nous ne considé-

(') Nous dirons qu(:/ Qp(z2)dz cxiste absolument si / |Q,(2)|ds existe.

0 0
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rerons dans la suite que des intégrales (p, ©, ) ayant une existence
absolue, ainsi que toutes leurs dérivées en x, multipliées par une cer-
taine puissance de z : c’est le cas des intégrales (p, d, a,).

On peut encore établir la propriété suivante :

Si unc intégrale (p, @, x) existe absolument ainsi que toutes ses deri-
pées pour une valeur donnée x, de x, il en est de méme pour les valeurs
de x de méme argument el e module plus peut.

En effet, soit

11

Sp(a) = i / PR I(sx)ds;

posons sx = u, xds = du,

Solr)= ;’) /ﬂ” (:‘"(

1 1
7 wopy o o
1 ~-(2 17 du
o / c ) ( — ) F(w)—-
P, T It

Les arguments de z et « restant constants par hypothése, soit

% y
— = acel? (9 constant, « == [x]),
ra
! ! |
"o T - r
~(-—,)/ w\" o5t
A=—=le \* - — rol,
r
1
- v T
logA =—olcos © + ~loge,
) r r
: 1oL 9 I
A - Y
----- =l COS = —f=
A Yz P pe

9 . . . , . .
On a 00s - > 0 le long du chemin 'intégration. A, est toujours

négatif des que o dépasse une certaine limite 7, fonction de p et 2.
Done, quand 2 dépasse une certaine limite 7, A est une fonction

’ - i«
décroissante de z: prenons | —

“hy fa| A

x,

s Aest, pour|u|Z n|x,|,
Par conséquent, / a, pour toule
Shay et

valeur de |z| <|x,|, ses éléments inférieurs en module aux élé-

fonction croissante de |z|.
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ments correspondants de Uintégrale olt 'on fait & = a,, ¢est-h-dire
que f existe absolument pour |a|<[a, |, puisqu’elle existe

o

pour x = a;.

Loy e
L’existence de I'intégrale [ est d’ailleurs ¢vidente, puisque
. ’ N LO
celle-ci est ¢gale &

rJ,
qui est toujours tinie et existe absolument.
Le méme raisonnement est applicable aux dérivées.
¢. Q. ¥. D.

Ceciconduit v la propriété suivante :

Toute équation lincaire formelle entre des séries divergentes de méme
groupe (p, o, &) est salisfaile identiguement par les integrales (p, g, x)
C'O/'I'(’S/)()/I(/(l/l/ (‘( oes .S'(,"I'l‘(’-S', ¢l 7'(?’()17)/'()(/[((’fn(’/l./.

En effe, Lo valeur de la dérivée #m¢ pour @ = o d’une inlé-
grale (p, %, @) est égale h o, n!, ¢’est-d-dire ne peut étre nulle que
si o, == o, ¢t réciproquement. Par cons¢quent, si lasomme algébrique
de deux séries du groupe est identiquement nulle, Pintégrale corres-
pondant & cette somme est identiquement nulle, ainsi que toutes ses
dérivées, et inversement. C. Q. F. D.

Le produit de dewr séries (p, o, a) est une série (p, g, x). Linte-
grale (p, 2, x) correspondant @ cetle derniére est le prodwit des inié-
grales (p, o, x) correspondant aux deux premuicres.

La marche asuivre est, & tres peu pres, celle qu'a indiquée M. Borel
pour les chemins d’intégration réels quand p = 1.

Soit
v 11 1
1 T N
== / e== gy k (sx)dz,
l)l 0
o LA !
I o= =1
[ R
rJ,
avee

. Opx" .
F( 241 (pr—+1)’ "(9)‘“21‘(pv+1)
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On forme le produit we; on poscx = ge?, y = p,¢% ¢

uy = L/ f (P + Qé)dpdp,.
1)-‘ 0 0

Le changement de variables

1 1
ol + pl' =u«a,
1 L
P/' —_ {,1/' — 0
donne
Uy = [ (P+Q)|T|dadd (J jacobien),
'l? N
up=-re?r c"“" w(rz)clu,
. 0
Sl

O k(4 - ([/)
w(a)= FF;, —,
2

—

. PERI AN /B .
K == .‘u = ( ﬁ,_i.___{i k2 ] Zn ) ,
AN 1 Tipn--1)
0 .
” . -
. 21 a—by\r v ‘JV
“1 = ol g ——= Pk N
. 2 I (/)(’ n ;)

Lutilisation de la formule

o 4 U(wm) U(y)
_ a1 . /Al A 5y, AR 254
/_, (=07 e o o — B ) = T(m+y)

donne alors, pour le terme général de w (@), la valeur

f/,,ﬁ S pig(n+ )Pt py-it

U(pre + pe +2)

Considérant la somme des termes pour lesquels 7+ ¢ =7, on
obtient dans w(a) le terme général

sMheiR Pt
" T pni )
en posant y, = X«,f3,.

Done

o »

2y ' i ion 012,11
) —ue l, lr) f Xa/ r
wup el e -~ Ya, .
0 N (pry . ')) '
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Il résulte d’ailleurs des mémes raisonnements que Uintégrale du
second membre existe absolument en méme temps que « et ¢.
Considérons alors

209 » i
w=el e’ w(a)da.
“0
On a
3 ! 2 b 2
e-acl w((/)J =—cree" w(a)+ e’ p "(a),

¢, en intégrant,

-] »
[c‘—’“‘" w(a)]0 =—(0)=o,

N . [0 .
car (v(a) contient @ en facteur et cos /—) est > o, par suite

P e iz
m:(r?/ c"“‘f-’Ttx"((()cl(I.
v 0
Cette intégrale existe a fortiors absolument st « et ¢ existent abso-
lument.
Posant enfin

] ~-—1
=g, da — - o’ do,
)

on a

- 1

. w
er . » n ==t — n, eion,
= - e (Tt gl dg Z (. °) Vs
r.J, I(/llll—l—l)

0

ou, enfin, si
ge'v=YX,

— I e ) )U’ )" [’u,( x)”
¥ ,,_7)'/0 e X/ (lle([)n +|)

Iintéegrale ¢tant prise le long du chemin g.
Ainsi le produit uy est égal a une intégrale qui existe et qui, dapres
sa forme, est une intégrale (p,9,2); de plus, la série divergente

Ann. Ec. Norm., (3), XX. — DECEMBRE 103, 65
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correspondante est le produil des deux séries correspondant @ u et ¢;
st w et ¢ existent absolument, w existe absolument ().
Nous pouvons déja conclure :

La somme, la différence et le produit de deux séries (p, g, x) sont des
sértes (p, ®, x). Toute equation, algébrique par rapport aux inconnues,
a laquelle satisfont formellement une ou plusieurs de ces series, el dont

Y, B B
— ¢Sl convergenle, hicn

(1) Il convient de vérificr directement que la séric et
) U'(png—-1)

que cela résulte de nos raisonnements. Or,

Yy == %, o+ %1 Br--. .o

i v
Supposons que E T . E ‘ — smcm dordre apparent ~g: On a
NG —;—1) I pv 1

[ 2 | k , _ [ Bel - //__,
I pre—+1) L . Iipy~-1) = 1.
(re!)p (0l)p

ket £ élant des enliers fixes suflisamment grands, el I'on peul toujours supposer pg 1.
Dés lors,

o n, 1‘(]3_/1 A1) T (pe 1)
e

Fon 5T e KL

U(pry 1) (n)) oF (01)p -
Il s’agit de prouver que le second membre est

[[~A .
< ”‘_"11'“‘ (X fini),

(nyl o~

quand n; est assez grand, ou, puisque le second membre comprend au plus 7, -- 1 termes,
que P'un queleconque d'entre cux est << la {7y + 1) partic de colle derniére expression,
¢’est-a-dire que

() ey

7y m'_"% n (- (l ) ) (H%)(:E_:) i
()G T

(% conslante finie).

[T
(SR

I . . .
Or, ’exposant de 5 osl, si T'on fait tout passer dans le premier membre,
(” CIN (I ( L 1 ( T
- = = =% ) A= pn = = A P - — 4 -
"-;.) e s epee = e o)
I\ /1 ’
«(n —) (-—-——a -— (0-‘- ) («———-(~—((msl
\ 2 P .
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les coefficients sont des séries congergentes aux environs du point x = o,
est vérifice parles intégrales (p, o, x) qui leur correspondent.

Enfin (') :

. i d 8 e Vo ) (e P
Sout " % (Yo, ) la deéricee formelle K™ de la série So,x" appar-

11 suffit donc

3 (u (R l}) (L »3) pn o+ ly l"’+71,
Wi p) 2/\p (pn) Hpey
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enfin
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on peul toujours, quand pp 1, trouver une valeur de &, finic el telle que Pinégalite pré-

)

, - AN AL L . , B
eédente ail lica. Done » . ~est une fonetion entiere d'ordre < p-
e I (prey-1-1)
‘e . P N fn, >
Nous n’élablissons pas ici que N N AN
amd '(proy-1-1)
supéricur a lordre réel. Ce serail v une question bien intéressante & élucider, car il
pourrail en résulter en toul cas une propri¢ié tres curicuse de ces fonctions. Si cette
fonetion avait son ordre apparent ¢gal 4 son ordre réel, on en conclurait dans tout un
1
sccteur du plan des z comme limite supéricure de son module ¢l=1p.
1
Réciproquement, si une fonetion enticre Fa ¢'=p 7 (2 fini posilif) comme limile supé-
ricure de son module dans un secteur convenable du plan des z, lintégrale (14) corres-
pondante a une valeur. On est conduil ainsi a envisager le probleme suivant :

soil une fonetion entiere d’ordre apparent

Connaissant la loi de croissance des cocfficients d’une fonction entiére de genre fini,
reconnaltre si Uordre apparcnt est inféricur @ Lordre réel dans un secteur du plan des z.

Nous savons, (Papres ce qui a é16 dib antéricurement, qn'il y a effeclivement des fone-
tions enlicres de cetle nature (sinws, par exemple) auxquelles correspondent des séries
divergentes appartenant a Uensemble (p, o, 2). Comp. note (1), p. 506.

(1) Il résulte encore de ce qui précede que le produit de deux séries (p, d, ap) est une
séric (p, ¢, 2); on pourra dire que les séries (p, o, ay) engendrent par addition, sous-
traction ou multiplication, un groupe que nous appellerons le groupe (p, d, ay). 11 en sera
de méme des intégrales correspondantes, ce qui constitue une propriélé remarquable de
ces inlegrales.
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lenant aw groupe (p, d, ay); st Uintégrale (p, o, a) correspondant «

.\ . . ogod - . .,
celle dernicre existe absolument, a x* e Zo,a") correspond une inle-

grale (p, o, x) qui existe absolument et est le produtt par x* de la
dérivée k™ de la premicre intégrale.
Soit'd’abord

1

y— L - )_:ll‘-';—l: =x\d=
Soy== [ et T s,
0
F (=) étant d’ordre apparent  supéricur & 'ordre réel; on a
@ L1
5f(2) = af' () *—,f e 507 (5) F (s2) d3 (1),
0

)

iy — NV Gt
A'r(d)_—_zl‘([)n-i-()“ ’
0

ct zf'(x) est 'intégrale correspondant & sF'(z).

(Ceci, toutefois, n’établit pas que /" (2) soit la valeur de Uintégrale
N
correspondant i <= PR
! ot dz "
’ . 10
Passons aux dérivées secondes ; on aura
zlzf(2)'=d[xf" ()] = a* )" (&) + 2/ (2);
Pintégrale correspondante existe absolument ainsi que z/"(x), par
suite aussi /" (x) = ¢*/; de méme pour 6% /= 2/ (x).
Soit alors
e A R TI
le produit de 0 intégrales (p, d, a,); d’apres
aw' = (zt Yu uy. ..+ (xu' Yuuy .. 4. ..,
la méme propriété s’étend & zw’; puis & x?w”; et ainsi de suite (*).

C.Q.F.D.

(1) Cetle intégrale existe ici absolument d’apres ee que nous avons vu pour f'(.x).

(2) On peul évidemment I'étendre a tous nos ensembles (p, ¢, x), pourvu que l'on
suppose a priori que les dérivées A" des intégrales correspondantes multiplices par a4
appartiennent & cet ensemble.
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Etant donnce alors une ¢quation différentielle dont les coefficients
sont des séries convergentes aux environs de @, on pourra toujours v
/ F oy

emplacer ¥ par =5, y” par ==
remplacer ¥ par == y" par =

» ete. (de méme s'il y entre d’autres
fonctions Y, ete.), chasser les dénominateurs et obtenir une ¢quation
analogue dont les coeflicients sont encore des séries convergentes
aux environs de a : il résulte de ce qui précéde que, si To,an
est une solution formelle de cette ¢quation, Pintégrale correspon-
dante en est aussi une solution, et réciproquement. Nous conclu-
rons :

Tneorine. —- Soit Uintégrale

o o1

(7ot

. I

Sr) =~

rJ,

prise le long d une droite fuisant avec I'axe OX, dans le plan des =, un

angle o concenable (qui peut dépendre de ), ¥ (=) élant une fonction

cnticre d’ordre réel inféricur @ son ordre apparent d qui est forcement
enlier.

Sotent encore

“

v N\ o, =" s \

F(z) - Z wa e T R D (3)
U'(prn—-1)

0

| @, (=) Jonction enticre d ordre Siniinférieur a d, 'R/,(:) =a,st + ...

" v X .
polynome de degre d| el la série }_‘ a, 2", divergente quand pd > 1 (*).
0
L'ensemble des intégrales [(a) correspondant a une méme valeur
de p, d, a, engendre par aldition, soustraction ou multiplication, un
groupe (p, d, a,) d’intégrales (ps 9, x) de la méme Jorme que f(x),
ot K () est encore une fonction enticre, mais a peul-étre ses ordres
apparents et réels égaux. A chacune des intégrales (p, ¢, ) correspond

e N =
une serie Y o, 3",
13

(1) Le cas oit pd =1 donne licu & un énoncé analogue, mais avec des réserves en ce
(ui concerne x.
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St une série de cette nature est solution formelle d'une équation diffe-
rentielle dont les coefficients en x sont des séries convergentes (') aua
environs du point x = x,, 'inlégrale (p, o, x) correspondante est solu-
tion de ['équation différentielle; et réciproquement. '

(') I ne s'agit ici que de séries de Maclaurin.

(1o avril 1gon.)



